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Résumé. — Le 5-tissu de Bol, découvert en 1936, est resté longtemps le seul 
exemple avéré de tissu plan exceptionnel. En 2002, Robert 1161 et Pirio 1131 ont 
trouvé un 9- et des 6- et 7-tissus plans exceptionnels, en relation avec l'équation 
fonctionnelle de Spence-Kummer du trilogarithme. Plus récemment encore, Pirio 1141 
a découvert trois nouveaux 5-tissus exceptionnels, très simples. Dans cet article, nous 
présentons une famille à un paramètre de 5-tissus plans exceptionnels, qui contient 
ces derniers comme cas limites. 

Dans leur présentation la plus naturelle, les tissus de cette famille sont composés 
d'un système harmonique de quatre faisceaux de droites parallèles, définis respective- 
mant par les équations {x = cte}, {y = cte}, {x + y = cte} et {x — y = cte}, et d'un 
feuilletage dont les feuilles sont les courbes de niveau de la fonction suj-xsu^y, où 
snj. est une fonction elliptique de Jacobi. 



1. Introduction 

Pour fixer les idées, nous nous plaçons dans une situation locale, dans la catégorie 
analytique. On note {x, y) le point courant de C ^ et on choisit un point de base 
(^0, J/o) ; fonction voudra dire germe de fonction analytique en (xq, î;o)i etc.. 

Etant donné une fonction u telle que du{xo,yo) 7^ 0, on note J-'{u) le feuilletage 
dont les feuilles sont les courbes de niveau {u{x, y) = cte} de la fonction u. On dit 
que u est une fonction de définition du feuilletage. Si / est une fonction définie au 
voisinage de u(xq, yo) et si f'{u{xQ, î/q)) 7^ 0, la fonction f{u) := f ou définit le même 
feuilletage que u. 

Soit d > 3 un entier. Un d-tissu en (xo,î/o) est une famille non ordonnée de d 
feuilletages J^{uk), deux à deux transverses, i.e. tels que : 

si j,k = l, ... ,d et j ^ k, duj{xo,yo) A duk{xo,yo) ^ 0. 

On notera ce tissu : 



(1) 



T(ui, . .. ,ud) 
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On dira que deux (germes de) d-tissus 7q en (xq, i/q) et 7î en {xi, yi) sont équivalents 
s'il existe un (germe de) difFéomorphisme (f), (j){xo, yo) — i^ii Vi), qui envoie 7q sur 71 . 

La théorie des tissus est née à la fin des années 1920. Le livre 3 de Blaschke et Bol 
dresse le bilan des résultats fondamentaux obtenus entre 1927 et 1938. Les résultats 
que nous rappelons maintenant sont tous présentés dans |3| , sauf la découverte récente 
de nouveaux tissus plans exceptionnels et certains travaux oubliés des années 1937- 
1939 que nous évoquons à la fin de cette introduction. 

Après la guerre et surtout après 1970, de nouveaux résultats ont été obtenus, en 
particulier en dimension ou en codimension plus grandes. Citons seulement, à titre 
d'exemples, les articles de Chern et Grifïiths '9', d'Atkivis et Goldberg et de Hénaut 
dont on pourra consulter les bibliographies. 

Une relation abélienne du tissu T(mi, . . . , m^) est une relation fonctionnelle de la 
forme : 

d 

^(j)j{uj)duj = 0, 

où (jjj est une fonction définie au voisinage de Uj{xo, yo)- On identifie une telle relation 
au d-uplet (ç!)i(ui), . . . , <j)d{ud))- Les relations abéliennes forment un espace vectoriel, 
ici sur le corps des complexes. La dimension p de cet espace est appelée le rang du 
tissu. Elle vérifie l'inégalité de Bol : 

(2) P<p{d), p(d):=i(d-l)(d-2). 

On a par exemple p{3) = 1, p(4) = 3, p(5) = 6, p(6) = 10... 

Définition 1.1. — Un d-tissu de rang p(d) — {d — l){d — 2)/2 est dit de rang max- 
imal. 

On écrira plutôt une relation abélienne sous la forme intégrée : 

d 

^/j(uj) = cte, 
j=i 

où fj est une fonction définie au voisinage de Uj(xo, yo)- En faisant cela, on introduit 
des relations triviales, les constantes / — (/i, . . . , /d) £ C ; le rang du tissu est la 
dimension de l'espace des d-uplets (/{ (mi), . . . , f'^{ud)). 

Par exemple, considérons d> 3 formes linéaires li,...,ld sur C^, deux à deux 
linéairement indépendantes. Le tissu T(Zi, . . . ,ld), composé de d faisceaux différents 
de droites parallèles, est de rang maximal. On peut le voir en remarquant que, pour 
tout n G N*, le système (/",..., ZJ) est de rang min(7i + l,d) dans l'espace des 
polynômes homogènes de degré n en {x,y), qui est un espace de dimension n + l. Si 
l<n<d — 2, il existe donc d — n—1 relations linéaires indépendantes entre l", . . . ,1"^. 
En sommant par rapport à n, on obtient (d — 2) -f (d — 3) + ■ ■ • + 1 = (d — 1) (d — 2)/2 
relations abéliennes. 
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C'est déjà un exercice plus difficile de montrer directement qu'un tissu composé de 
d faisceaux de droites non nécessairement parallèles est de rang maximal. C'est un 
cas très particulier d'un résultat que nous rappelons maintenant. 

On note PC ^ l'espace projectif dual de PC ^ : un point p G PC ^ représente une 
droite l{p) de C P^ ; à tout point z e PC ^ est associé le faisceau de droites de sommet 
z, donc une droite Iz de PC . 

Soit C C PC ^ une courbe algébrique réduite de degré d. Si z est un « point 
générique » de PC^ la droite h de PC^ coupe la courbe C en d points distincts 
Pi, . . . ,Pd de PC ^. En associant à les ci droites l{pi), ■ ■ ■ , l{pd) (elles passent par z), 
on définit un « d-tissu avec singularités » sur CP^. Au point générique de CP^, on 
obtient un d-tissu au sens usuel. C'est un tissu en droites, c'est-à-dire que ses feuilles 
sont des morceaux de droites. 

En général, le tissu obtenu s'interprète comme le tissu des tangentes à la courbe 
duale de C. Dans le cas particulier oii la courbe C est la réunion de d droites distinctes, 
on obtient un tissu de d faisceaux de droites. 

Définition 1.2. — Un tissu obtenu de la façon qu'on vient de décrire est dit 
algébrique. 

Les deux résultats suivants sont fondamentaux. Le premier est une interprétation, 
due à Blaschke, du théorème d'addition d'Abel en termes de tissus : 

Théorème 1.3 (|3|)- — Tout tissu algébrique est de rang maximal. 

Le second, dû à Blaschke et Howe, est souvent cité comme « le théorème d'Abel 
inverse » : 

Théorème I.4 (E])- — Tout tissu en droites de rang maximal est un tissu 
algébrique. 

Définition 1.5. — Un tissu équivalent à un tissu algébrique est dit algébrisable. Un 
tissu de rang maximal non algébrisable est dit exceptionnel. 

Par exemple et c'est trivial, tout 3-tissu T(ui,U2,U3) de rang p(3) ~ 1 est 
algébrisable. En effet, si -I- /2(w2) + fsius) — cte est une relation abélienne non 

triviale du tissu, on vérifie facilement que /j(uj(a;o, yo)) 7^ 0, j = 1,2,3. On peut 
donc prendre /2(u2) et —fsÇu^) comme fonctions de définition des feuilletages. 

En changeant de notation, la relation abélienne s'écrit = ui + U2 et, en prenant 
(ui,U2) comme coordonnées locales, on voit que le tissu est équivalent au tissu 
T{x,y,x + y). 

De même et ce n'est pas trivial, tout A-tissu de rang maximal est algébrisable. Sous 
une forme différente, ce résultat est essentiellement dii à Lie. 

Le premier exemple de tissu exceptionnel fut donné par Bol en 1935 |3] ; c'est le 
5-tissu suivant : 

/„N ^ ^, v\— yx — xy. 

(3) B = T{x,y,^,- ^, 

X 1 — X y — xy 
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Il est composé de quatre faisceaux de droites dont les sommets sont en position 
générale dans PC ^ (on ne peut pas en extraire trois points alignés) ; le dernier feuil- 
letage est le faisceau des coniques qui passent par les quatre sommets. L'une des 
relations abéliennes du tissu de Bol fait intervenir le dilogarithme. 

L'exemple de Bol est resté longtemps isolé. En 2002, Robert |16j et le premier au- 
teur '13' ont montré indépendamment que le 9-tissu associé à l'équation fonctionnelle 
de Spence-Kummer du trilogarithme est exceptionnel, ainsi que certains des 6- et des 
7-tissus qu'on peut en extraire. 

En 2003, le premier auteur jl4| a donné les trois exemples suivants, très simples, 
de 5-tissus exceptionnels : 

T{x, y, X + y, X - y, -f y'^ ), 
T{x, y, X + y, X - y, - y^ ), 
T{x, y, X + y, X - y, e^ + e^ ). 

Dans cet article, nous présentons une famille à un paramètre de 5-tissus exceptionnels 
ainsi que cinq tissus exceptionnels « isolés » qui apparaissent comme des tissus limites 
de la famille. On retrouve en particulier les trois exemples précédents. 

Ces tissus sont présentés, ainsi que leurs relations abéliennes, dans la section §3, 
dont la lecture est suffisante si l'on ne s'intéresse qu'aux résultats. Tous ces tissus sont 
de la forme : 

(4) T[u] ■.= T{x, y, X + y, X - y, u{x,y)). 
Dans tout l'article, on notera : 

(5) %:^T{x,y,x + y,x-y). 

Dans la section §2, on fait quelques remarques sur les symétries du 4-tissu Tq et 
les transformations qui envoient un tissu de la forme sur un tissu de la même 
forme. Dans la section §4, on écrit le système d'équations que doit vérifier la fonction 
u{x,y) pour que le tissu Q soit de rang maximal. On le résout sous l'hypothèse 
supplémentaire que le 3-tissu extrait T(x, y, u{x,y) ) est aussi de rang maximal. On 
vérifie que les seules solutions sont, à équivalence de tissus près, les tissus présentés 
dans la section §3. La section §4 est d'une certaine façon inutile, mais elle indique en 
partie la voie qu'on a suivie pour découvrir ces nouveaux tissus exceptionnels. 

En fait, les tissus dont nous allons parler sont déjà apparus dans la littérature, sans 
que leur caractère exceptionnel ait été reconnu. 

Avant que Bol obtienne son contre-exemple, Blaschke |2] a cherché à montrer 
que tout 5-tissu de rang 6 est algébrisable. La méthode qu'il propose généralise une 
méthode de Poincaré, qui permet de démontrer assez facilement le résultat de Lie, que 
tout 4-tissu de rang 3 est algébrisable. Cet article de Blaschke et le contre-exemple de 
Bol ont suscité plusieurs travaux, de Bompiani et Bortolotti [3] et de Terracini |17| 
en 1937, de Buzano H] |6] en 1939. 

Ces auteurs s'intéressent à la question des 5-tissus exceptionnels en relation avec 
un problème de géométrie différentielle projective. Il s'agit de trouver les surfaces (S) 
de l'espace PR^ qui admettent cinq systèmes de courbes (= un 5-tissu) tels que (S) 
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soit tangente le long de chaque courbe à un hyperplan de PR^ . Ils trouvent plusieurs 
solutions à ce problème. On sait maintenant que toutes ces solutions correspondent à 
des tissus exceptionnels |15| . 

L'article ^ est écrit en termes de tissus et « tous nos tissus » apparaissent dans 
cet article. Buzano distingue ces tissus pour certaines propriétés de leurs sous-tissus, 
mais il ne voit pas qu'ils sont de rang maximal; essentiellement, il manque à chaque 
fois une relation pour que leur nature exceptionnelle soit révélée. Bien que n'ayons 
eu connaissance de [6| qu'après avoir obtenu nos résultats, il y a coïncidence entre 
certains calculs de la section §4 et ceux de 6,. 

Quoiqu'il en soit, Blaschke et Bol connaissaient ces travaux. L'appendice à la sec- 
tion §30 de page 261, contient un commentaire sur les articles |4] et |17| . dont 
voici un extrait : 

«... ist noch nicht festgestellt, oh die hierzu gehôrigen Kurvengewebe wirklich den 
Rang sechs haben, das wàre aber leicht nachzupriifen ». 

Nous ne savons pas si cette vérification facile a jamais été faite. Un peu plus tard. 
Bol écrit les résumés des deux articles de Buzano pour le Zentralhlatt sans commentaire 
qui aille au-delà de ce que l'auteur dit démontrer. En 1985, Chern [7] pose comme un 
problème important et non résolu de savoir si le tissu de Bol est le seul 5-tissu non 
algébrisable de rang 6. En 2004, après la découverte des tissus exceptionnels liés au 
trilogarithmc, Grifhths |10| repose la question, sous une forme modifiée : les tissus 
exceptionnels ont-ils toujours à voir avec les polylogarithmes ? Tous nos exemples 
montrent que la réponse est non. 



2. Remarques sur les tissus T{x, y, x + y, x — y, u{x, y) ) 

Le tissu 

Tq -.^Tix, y, X + y, X - y) 

est composé de quatre faisceaux de droites parallèles, de sommets les points pi — [0 : 
1 : 0], p2 = [1 : : 0], ps = [1 : -1 : 0] et p4 = [1 : 1 : 0] de PC ^ En particulier, les 
sommets sont alignés, alors que les sommets du 4-tissu en droites extrait du tissu de 
Bol © sont en position générale. 

Le tissu Tq est encore plus particulier que cela. Rappelons que le birapport d'un 
système (91,92,93794) de quatre points distincts d'une droite projective est donné 
par : 

. , ti — ^3 ^2 — ^3 
0(91,92,93,94) = — : — , 

il — 14 12 ^ 1^4 

où tk = £,k/vk & C U {00} et les [Çfc : r]k] sont les coordonnées homogènes des qk dans 
un repère projectif de la droite ; c'est un invariant projectif du système. On vérifie que 
b{pi,P2iP3,Pi) = ^1- Autrement dit, les sommets pi,p2,P3,P4: forment une division 
harmonique de la droite à l'infini. 

Le tissu Tq est évidemment invariant par les dilatations 



(x, y) ^ (kx + x', ky + y'), (fc G C *, (x' , y') e€^). 
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Si l'on se restreint à C C^, les feuilles de Tq issue de O = (0,0) rencontrent le 
cercle de centre O et de rayon 1 aux sommets d'un octogone régulier. Il est clair que 
le tissu Tq est invariant par le groupe des isométries de cet octogone. C'est un groupe 
à 16 éléments, isomorphe au groupe diédral Ds et qu'on notera abusivement Dg. Il 
permet de substituer à {x,y) un des couples suivants : 

{±x,±y), (±y,±x), {±—^,±—j=-), {±—^,±—^), 

avec deux choix indépendants des signes pour chaque couple. Il est engendré par les 
symétries orthogonales 

(6) pix,y)^{y,x), a{x,y) = {{x + y)/V2, {x ~ y)/V2), 

par rapport aux droites d'angles polaires 7r/4 et n/8, respectivement : t o a engendre 
le groupe des huit rotations de Ds et, en conjuguant t et a par ces rotations, on 
obtient les huit réflexions de Dg. 

Les femmes qui suivent nous seront utiles pour reconnaître les tissus exceptionnels 
de la forme I0J et les classer à équivalence près. 

Lemme 2.1. — Soit cj) un difféomorphisme local rfe C^. Si (j) transforme localement 
les quatre faisceaux de Tq en faisceaux de droites, (f> est le germe d'une tranformation 
projective. Si 4> conserve localement trois des faisceaux de Tq, (p est le germe d'une 
dilatation. 

Démonstration. — Pour la première propriété, en composant (j) avec une transforma- 
tion projective, on peut supposer que : 

q^iJ^ix))=J^ix), cj>{T{v))=T{y), 

et que 

(t>{T{x + y)) ^ T{x + y) ou (t){T [x + y)) = T {x / y) , 

selon que les sommets des faisceaux (f){T{x)), (j){!F{y)) et (j){T{x + y)) sont ou ne sont 
pas alignés. De la première propriété, il découle que 4'~^ est de la forme : 

r\x,y)^{X{x),Y{y)). 

Si 4>{J-(x + y) ^ J-{x + y), on a : 

{d/dx - d/dy)(X{x) + Y {y)) = X'{x) - Y' {y) = 0, 

d'où X{x) ~ kx + x', Y{y) — ky + y' avec fc e C * : est une dilatation (ça démontre 
la deuxième partie de l'énoncé). 
Si (j){T{x + y)) = T{x/y)), on a : 

{xd/dx + yd/dy){X{x) + Y{y)) = xX' {x) + yY' [y) ^ 0, 

d'où X{x) — k\ogx + x' , Y(y) — — fclogy + y' . On obtient alors 

c^{T{x - y)) = T{X{x) - Y{y)) = T[xy), 

qui n'est pas un faisceau de droites ; c'est une contradiction. □ 
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Lemme 2.2. — Le groupe Sym(7()) des transformations projectives qui conservent 
le tissu Tq est engendré par les dilatations de C et le groupe Dg . De plus, si (j) est 
un difféomorphisme local qui conserve le tissu Tq, (j) est le germe d'un élément de 
Sym {%). 

Démonstration. — Une transformation projective (j) qui conserve le tissu Tq conserve 
la famille {^1,^2,^3,^4} des sommets des faisceaux de droites de Tq. Elle conserve 
donc la droite à l'infini (c'est une tranformation affine) et induit une permutation 
s de f,2,3,4 : (j){pk) = Ps{k)- De plus, elle conserve le birapport. Comme les points 
Pi,P2,P3,Pi forment une division harmonique, si l'on permute ces points, le birapport 
peut prendre trois valeurs, qui sont —1, 2 et f/2. Il y a donc 4!/3 = 8 permutations 
de (pi,P2,P3,P4) qui conservent le birapport. D'autre part, le groupe Dg opère sur 
{pi,P2,P3,P4} et le noyau de l'opération est {±1}. On en déduit que les 8 permutations 
ci-dessus sont réalisables avec des éléments de Dg. On se ramène ainsi au cas 011 (j) 
conserve chaque feuilletage de Tq : (f> est une dilatatation d'après le lemme précédent. 
La deuxième partie de l'énoncé résulte aussi du lemme précédent. □ 

Rappelons que si u est une fonction définie au voisinage de (xq^uq) qui vérifie la 
condition (de transversalité) 

(7) u^{xQ,yQ)uy{xo,yo){u^{xo,yof - Uy{xo,yof) ^ 0, 

(ux et Uy désignent les dérivées partielles de u), on a défini : 
T[u] T{x, y, X + y, X - y, u{x, y) ). 

Lemme 2.3. — Si u{x,y) et u'{x,y) sont deux germes de fonctions qui vérifient ^ 
et si (j) un difféomorphisme local qui envoie T[u\ sur T[u'], 4> est une transformation 
projective. Si de plus J-{u) n'est pas un faisceau de droites parallèles, 4> est un élément 
de Sym {Tq). 

Démonstration. — Si est comme dans l'énoncé, au moins trois des faisceaux de 
droites de Tq sont envoyés sur des faisceaux de droites de Tq. On en déduit qu'il 
existe une transformation affine "ip telle "0 conserve ces trois faisceaux. D'après le 
Lemme I2. Il <j) est une transformation affine. Si T{u) n'est pas un faisceau de droites 
parallèles, (j) conserve nécessairement le sous-tissu Tq ; le Lemme 12.21 s'applique. □ 

Lemme 2.4. — Si u{x, y) est une fonction qui vérifie le tissu T[u] est 

algébrisable si et seulement s 'il est algébrique, si et seulement si T{u) est un 
germe de faisceau de droites. 

Démonstration. — On sait (voir l'introduction) qu'un tissu formé de faisceaux de 
droites est algébrique. On suppose que le germe de tissu T[u\ est algébrisable. Soit (j) 
un difféomorphisme local tel que le tissu ç!)(T[u]) soit un germe de tissu algébrique. Il 
est associé à une courbe réduite C5 de PC ^, de degré 5. 

En particulier, (j){T[u\) est un tissu en droites, donc son sous-tissu 4>{Tq) est un tissu 
en droites. De plus 4i{Tq) est de rang maximal. C'est donc, d'après le Théorème ll.4l un 
tissu algébrique, associé à une courbe de degré 4 C4 C C5. Il est alors clair que C5 est la 
réunion de C4 et d'une droite, donc que T{u) est un faisceau de droites. En appliquant 
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le même argument à tous les 3-tissus extraits de Tq (ils sont de rang maximal), on 
montre que la courbe C4 est une réunion de droites. Finalement, (/)(T[u]) est formé de 
cinq faisceaux de droites, donc (j) est une transformation projective d'après le Lemme 
12. Il et T[u] est un tissu algébrique. □ 



3. Fonctions thêta et tissus exceptionnels 

Cette section contient nos principaux résultats. Pour la plus grand part, elle peut 
être lue indépendamment des autres sections. Nous présentons une famille à un 
paramètre de 5-tissus exceptionnels, ainsi que cinq 5-tissus exceptionnels « limites ». 
Tous ces tissus sont construits par l'adjonction d'un feuilletage !F{u) au tissu % — 
T{ X, y, X + y, x — y), i.e. sont de la forme : 

T[u] := T{x, y, X + y, X - y, u{x, y) ), 

où u vérifie la condition de transversalité (0. De plus, ils ont tous la propriété que le 
sous-tissu 

T{x, y, u{x,y)) 

est de rang maximal. 

Dans la section §.^, nous montrerons que tout tissu exceptionnel de la forme T[u], 
tel que T( x, y, u{x, y) ) est de rang maximal, est équivalent à l'un des tissus présentés 
dans cette section. 

D'autre part, mais on verra dans la section §4 que c'est une conséquence des con- 
ditions ci-dessus, ces tissus ont la propriété que le sous-tissu 

T(x + y,x-y, u{x,y)) 

est aussi de rang maximal. 

Un tissu de la forme T[u\ possèdent les relations abéliennes du tissu 7o, dont voici 
une base : 

X + y - {x + y) = 0, 

X — y — {x — y) ~ 0, 

2x^ + 2y^ -{x + yf - {x - yf = 0. 

Le tissu T[u] est de rang maximal p(5) = 6 si et seulement s'il possède trois relations 
abéliennes supplémentaires, indépendantes modulo les relations précédentes et les 
constantes, autrement dit trois relations de la forme : 

fk{u{x,y)) = gk{x) + hk{y)+jk(x + y) + lk{x ~y), k = 1,2,3, 

avec /i,/2,/3 linéairement indépendantes au point u{x^^y^). D'autre part, les fonc- 
tions u{x,y) seront de la forme : 

(8) u{x,y) = v{x)+w{y). 

C'est une relation abélienne du sous-tissu T(x,y,u{x,y)). Pour prouver que le rang 
est maximal, il restera encore, dans chaque cas, à exhiber deux relations abéliennes. 
La condition d'indépendance sera facile à vérifier dans tous les cas. 
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Remarque 3.1. — Souvent, pour faire l'économie d'un logarithme, on écrira les re- 
lations abéliennes sous forme multiplicative. En particulier, on pourra choisir une 
fonction de définition de la forme : 

(9) u{x,y) ^ v{x)w{y). 



On note 7i := {r e C , Imr > 0} le demi-plan de Poincaré. Le groupe des 
homographies r (ar -f b)/{cT + d) k coefficients entiers et de déterminant 1, ou 
groupe modulaire, opère sur H. 

Si r e 7i, on note q := e""^ et on associe à r les quatre fonctions thêta : 



oo 

)x 



ei{x,T)^^i J2 eWi 

n— — OO 

+ 00 

n— — OO 

+ 00 



i2nx 



n— — oo 

+ 00 



i2nx 



n— — oo 



Pour alléger les formules, on notera simplement : 

0^{x) ■.= e,{x,T), 1 = 1,2,3,4, 

quand la valeur du paramètre est t ; sinon, on écrira le paramètre. 

Les fonctions thêta sont des fonctions entières de x g C . La fonction 9i est impaire 
et les fonctions 02, Oj, et 64^ sont paires. La formule fondamentale suivante est classique 
et se démontre facilement à partir des définitions ci-dessus (voir par exemple Lawden 
[12] . chapitre 1) : 



ez{x) 9i{y) = e^ix + y, 2t) Oiix - y, 2t) - ôiix + y, 2r) - y, 2t). 
Après changement de variables : 

(10) 9,iix + y) 12, r/2) e^^x - î/)/2,t/2) - O^ix) O^iy) - ei[x) 0i(y). 

On a le résultat suivant : 

Théorème 3.2. — Pour tout t ÇzTL, le tissu T[u] associé à la fonction 



'i{x) e^iy)' 

en un point où ^ est vérifié, est exceptionnel. Les tissus associés à r, r' G 7i sont 
équivalents si et seulement si r et t' sont congrus modulo le groupe G d'automor- 
phismes de Ti. engendré par les transformations ri— >t+2, Ti-^T/(r+l) etri-^— 2/t. 
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Notons que t i— > — 2/t n'est pas une transformation modulaire. La deuxième partie 
de l'énoncé, qu'on démontrera à la fin de cette section, a le sens suivant : si r et t' G 7Y 
sont congrus modulo le groupe G, les tissus associés sont équivalents par un élément 
du groupe Sym (7q) ; de plus (c'est une conséquence de la propriété précédente et du 
Lemme f2.3ll . si des germes des tissus associés à t, t' g 7i, en des points où la condition 
O est vérifiée, sont équivalents, alors t et r' sont congrus modulo G. 

Démonstration. — On obtient une relation abélienne (sous forme multiplicative) en 
divisant les deux membres de (fTn|l par 9i{x)9i{y) : 

1 - u{x, y) = a i \a i \ 

6*4 (x) 04 (y) 

et une autre en remplaçant [x, y) par [x, —y) et en tenant compte des parités des 
fonctions thêta : 

, ,_ e:,{{x-y)/2,T/2)ei{{x + y)/2,T/2) 

e,{x)e,{y) 

On vérifie que T{u) n'est pas un faisceau de droites! Compte tenu du Lemme lïï^ le 
tissu T[u\ est exceptionnel. □ 



En divisant membre à membre les deux relations précédentes, on obtient une rela- 
tion à 3 facteurs : 

1 - u{x, y) _ 03{{x + y)/2, T/2)/e^{{x + y)/2, t/2) 
^ ^ l + u{x,y) e^{{x-y)/2,T/2)/ei{{x~y)/2,T/2y 

Plus bas, nous rappellerons la définition des fonctions elliptiques de Jacobi. La relation 
Hll|) s'écrit simplement en termes de ces fonctions. 

Pour faire la liaison entre cette famille et les cinq tissus exceptionnels que nous 
allons présenter maintenant, notons seulement que la famille de tissus du Théorème l3.2l 
est équivalente à la famille T[m/c] définie par les fonctions 

fc G C , A:^ 7^ 0, 1, Uk{x,y) = snfeX sn^y, 

et qu'on a les limites classiques suivantes : 



tanhx = lim sn^x, sinx = Km sn^x. 

k^l k^O 

Théorème 3.3. — On obtient cinq 5-tissus exceptionnels T[u] deux à deux non 
équivalents pour les choix suivants de la fonction u{x,y) : 

(A) u(x, y) = tanhxtanhy, 

(B) m(x,î/) = sinxsiny, 

(C) u(x,y)-e-+e^ 

(D) u{x,y) = x^ - y'^, 

(E) u{x,y) ^ x^ +y^. 
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Remarque 3.4- — Les symétries (x, y) i-^ (ix, zty) et (x, y) t-^ (±y, ztx) du tissu % 
transforment les tissus (A)"(D) en des tissus qui leur sont équivalents par dilatation. 
En démontrant le théorème, on verra que la symétrie a{x,y) = {{x + y) /y/2, {x — 
y) /y/2) transforme les tissus (A)-(D) en des tissus de la forme T[ua\ qui, modulo une 
dilatation, peuvent être définis par les fonctions suivantes : 

(A) u„{x,y) — coshx/ coshy, 

(B) Urj{x, y) — cosx + cos y, 

(C) Ua{x,y) ^ coshy, 

(D) Ua{x,y)=^xy, 

(E) Ua{x,y) ^ x^ + y'^. 

Remarque 3.5. — La remarque qui précède l'énoncé montre que les tissus (A) et (B) 
sont « des cas limites » des tissus du Théorème 13. 21 Les limites ci-dessous montrent 
qu'on peut considérer les tissus (C), (D) et (E) comme des limites de suites de tissus 
tous équivalents au tissu (B). 

e^+e^= lim 2e"''(cosh(x + fc) + cosh(?; + A:)), 
x^±y'^ ^ lim 2e"2((cosh(ej;) - 1) ± (cosh(ey) - 1)). 

Démonstration. — Elle consiste à exhiber, dans chaque cas, trois relations abéliennes 
qui, avec les relations de Tq, prouvent que le tissu T[u\ est de rang maximal. Selon les 
cas, il est plus commode d'écrire ces relations sous forme additive ou sous forme mul- 
tiplicative. Ceci fait, le fait que T[u\ est exceptionnel est une conséquence immédiate 
du Lemme IT^ 

Pour construire une fonction de définition Ua de la forme ((SJ ou ((ÏÏJ du tissu a{'T[u\), 
en fait modulo une dilatation, on écrit une relation abélienne du sous-tissu T{x+y, x~ 
y,u{x,y)) et on la transforme par a. 

La non équivalence des cinq tissus se vérifie, compte tenu du Lemme 12.31 en com- 
parant les dix fonctions u ou u^- obtenues. 

Dans chaque cas, on indiquera le cas échéant un changement de variables qui 
transforme le tissu T[u] en un tissu dont les feuilles sont des (germes de) courbes 
algébriques. 

(A). — On a les relations abéliennes : 

u{x,y) — tanh x tanh y, 
cosh(a; + y) 



l + u(x,y) 
1 - u{x,y) 



cosh X cosh y ' 
cosh(x — y) 



cosh X cosh y 

En divisant membre à membre les deux dernières identités, on obtient 

l+u{x,y) cosh(a:: + y) 
l — u(x,y) cosh(a; — y) ' 



12 



LUC PIRIO ET JEAN-MARIE TRÉPREAU 



dont on déduit : 

Ua{x,y) = coshar/coshy. 

En posant e^^ = ^, e^^ = t], on obtient que le tissu T[tanha; tanhy] est équivalent 
au tissu 

formé de trois faisceaux de droites et de deux faisceaux de coniques. 

(B) . — On a les relations abéliennes : 

u{x, y) = sin x sin y, 

2u{x, y) = cos(x — y) ~ cos{x + y), 

4u(x,y)^ = cos^(x — y) + cos^{x + y) — cos2x — cos2y. 

De la deuxième relation, on déduit : 

Ua-ix, y) = cosx + cosy. 

En posant e*^ = e'^ = rj, on obtient que le tissu T[sina; sin y] est équivalent au 
tissu 

formé de trois faisceaux de droites, un faiseau de coniques et un faisceau de quartiques. 

(C) . — On a les relations abéliennes : 

u{x,y) = o"^" + o^, 

u{x,yf = c^'' + + 2c^''+y\ 

u{x, y) = 2e(^+«)/2 cosh 

De la dernière relation, on déduit : 

Ua{x, y) = coshj/. 

En posant e^ = e^ = r], on obtient que le tissu T[e^ + e^ ] est équivalent au tissu 

formé de quatre faisceaux de droites et d'un faisceau de coniques. 

(D) . — On a les relations abéliennes : 

u{x,y) =x^ - y^ 
6w(x, yf = 8.x'' + 8/ - {x + yf - {x - yf, 
u{x,y) = {x + y){x - y). 
De la dernière relation, on déduit : 

Ua{x,y) = xy. 
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(E). — On a les relations abéliennes : 

u{x,y) = +y^, 
6w(x, yf = Ax^ + V + ix + yY + {x - yf, 
10m(x, yf = 8a;^ + 8/ + (s + yf + {x - yf. 

La relation à trois termes 2u(a;, y)^ — {x + y)^ + {x — y)^ est (aussi) une relation du 
4-tissu Tq. Le tissu T[x'^ + y^] est invariant par a. □ 

On va maintenant traduire le Théorème 13 . 21 en termes des fonctions elliptiques de 
Jacobi, en démontrer la deuxième partie et donner des modèles de ses tissus qui ont 
la propriété d'être « à feuilles algébriques ». 

On note : 

e^:^0,{O,T), i = 1,2,3,4. 
A T E H on associe les nombres : 

k = el/0l k' = 01/ el 

Les fonctions elliptiques de paramètre t ou de module k sont définies par : 

_ ^3 Oi{x/0i) _ 04 O2{x/0l) _ Bj 0z{x/el) 

" 02 0A{xlel) ' ''''^'^ - 02 0i{x/0l) ' " 03 Ô4{xl0l) ■ 

Le nombre k' est appelé le module conjugué de k. On a, k'^ + k'^ = 1. Ces fonctions ne 
dépendent en fait que du carré du module. La fonction 

(12) tGH, T^kirf 

est une fonction modulaire, c'est-à-dire invariante par un sous-groupe d'indice fini du 
groupe modulaire. Elle prend toutes les valeurs complexes sauf et 1. Elle est étudiée 
par exemple dans Chandrasekharan T*, livre auquel on renvoie pour plus de détails, 
en particulier sur les relations entre le paramètre r et le module k, qu'on ne discutera 
pas. 

Avec ces notations, la famille de fonctions m(x, y) du Théorème l3.2l s'écrit it(a;, y) = 
k snfc(é'|x) sns;(é'|y). Modulo les dilatations de C ^, on peut remplacer cette famille par 
la suivante : 

(13) fceC,fc^7^0, 1, Uk{x,y) = STikX snky. 

Compte tenu du Lemme 12.41 et de propriétés de la fonction (|12f) qu'on trouvera dans 
|7). la deuxième partie du Théorème 13 . 21 est une conséquence de la proposition suiv- 
ante : 

Proposition 3.6. — Soit k,l G <C avec k^,l^ ^ 0,1. Les tissus (avec singularités) 
T[snfea:: sriky] et T[sn/a:: sniy] sont équivalents sous l'action du groupe Sym(7ô) si et 
seulement si 
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Compte tenu du Lemme 12.31 cette proposition règle aussi la question de 
l'équivalence dans les germes. Avant de démontrer cette proposition, nous écrivons 
la relation sous une autre forme : 

Lemme 3.7. — On a l'identité : 

1 + fcsufcxsnfct/ _ dnfc(x + y) - kcnkjx + y) 
1-fcsnfcXsnfej/ dnk{x - y) - kcnk{x - y) 

Démonstration. — On pourrait partir de mais on utilisera plutôt le formulaire 



des fonctions elliptiques. On part des formules d'additions (voir |12| (2.4.1)-(2.4.3) ; 
on n'écrit pas l'indice k) : 

en a; en 2/ =p sn a; sn y dn a; dn y 



en [x ± y) 
dn {x ±y) — 



1 — fc^ sn^a; sn ' 
dn a: dn y =p /c^ sn x sn y en x en j/ 



1 — sn^aisn^y 

En substituant les seconds membres à en (a; ± y) et dn (x ± y) dans le second membre 
de (|15|l . on obtient le résultat. □ 

Remarque 3.8. — En remplaçant {x,y) par a{x,y) dans IjlSI) . on voit que le tissu 
(T(T[snfcX sufcy]) est un dilaté du tissu T[v], oii v{x,y) — (dn^x — /ccnfcx)/(dnfcy — 
fccnfey). 

Pour éviter d'écrire des formules précises de la théorie des fonctions elliptiques, on 
convient de noter : 

(16) u'{x,y) u{x,y) 

s'il existe c, fc e C * et x', y', uq G C tels qu'on ait l'identité 

(x, y) S C ^, u{x, y) — cu{kx + x', ky + y') + uq. 

On utilisera une convention analogue pour les fonctions u{x) d'une variable. 

Démonstration de la Proposition. — Pour un module k fixé, on a les formules « de 
périodicité» suivantes, voir f |12| (2.1.21), (2.2.17)) : 

(17) sufcX ^ l/sufeX, sn^-x ^ dnfcx/cnfeX. 

Par exception, on aura besoin de la version plus précise suivante de la première for- 
mule : il existe T G C , qui ne dépend que de A:, tel que : 

(18) xeC, A;snfe(x + T) = l/snfcx. 

D'autre part, on a les formules suivantes, qui relient des fonctions elliptiques de mod- 
ules différents (voir [Hj (3.9.4), (3.9.24), (2.6.12)) : 

sni/fcX ~ sufcX, dufeX — fccn^x ^ l/dn^x, dufe/x ^ dn^x/cn^x, 

011 Z = (1 — fc)/(l + fc) et k' et V sont les modules conjugués de k et /. On a donc : 

dufeX - fccnfeX dnj/y àniy/cniy sniy 



dn^y — fccufcy dn^x ànix/cnix snjx 



sn;y sn^x. 
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Il résulte du Lenime f3.7l de la remarque qui le suit et des équivalences ci-dessus que que 
le tissu T[sn/a; sn;?;] est équivalent par dilatation à l'image du tissu T[snfcX sn^y] 
par la symétrie a. Avec ()17|) . ceci montre que, dans l'énoncé de la proposition, la 
condition H14|l est suffisante. 

Réciproquement, on suppose que T[snfea; sn^j/] et T[st\ix suiy] sont dans la même 
orbite sous l'action du groupe Sym (Tq). Quitte à remplacer / par (1 — l)/ {1 + /), on 
peut supposer qu'ils sont dans la même orbite sous l'action du groupe engendré par 
les dilatations de et les symétries {x,y) i— > (±a;,±î/) et {x,y) ^ (±y,±x) (« on a 
enlevé a »). Comme ces symétries laissent ces tissus invariants, on peut supposer qu'ils 
sont équivalents par dilatation. On a alors nécessairement sn^x su/^î/ sn^x sn;î/, 
donc : 

a: € C , snkX = csni{dx + x) + e, 

avec c, d ë C * et a;', e ë C . D'autre part, et c'est une propriété classique, la fonction 
sufeo; est solution de l'équation différentielle : 

{z' f = {l- z^){l~Pz''). 

On en déduit que anix vérifie l'équation différentielle : 

{z'f = (1 - {cz + e)2)(l - k\cz + ef)l{^(f). 

Le second membre doit être identique au second membre de l'équation différentielle 
[z' f = (1 - z2)(l - fz"^). On obtient e = 0, puis P = fc^ ou P = l/P. Ceci termine 
la démonstration de la proposition. □ 

On obtient un « modèle à feuilles algébriques » du tissu T[snkX sn^?/] en posant : 

sn^a; = snly = i]. 

On obtient le tissu équivalent : 

où w±(Ç, v) — sn^(a^ ± y) peut être calculé grâce aux formules d'additions 

sufeX cufcy dnfeî/ ± sufej/cnfcxdnfeX 
snk[x ±y) = — 2 2 

et aux identités : 



sn|a; + cn|a; = 1, dn^x + fc^ sn|x = 1. 



On écrit 



avec 



On a donc 



^ sngxcn^ï/dufcy ^ ^(1 - 'q){l - k'^rj) 



zi+(Ç,r;)u_(C,77) = (A(Ç,r;)-A(7y,0)'. 
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On vérifie que 



1 - fc2Ç^- 

Au point (^,77) de C ^, rj) et 77) sont les deux racines de l'équation en t : 

(19) (1 - k^^Tj)h' - 2(e(l - 77)(1 - kS) + 77(1 - 0(1 - fc'Oi + (e - = 0. 

On en déduit que les feuilles des feuilletages et J-{u^) sont des germes des 

quartiques obtenues en fixant t G C dans l'équation (|19|l . 



4. Un système différentiel associé aux tissus de la section §3 

Dans cette section, nous démontrons le résultat suivant : 

Théorème 4-1- — Soit u un germe de fonction qui vérifie Si le tissu T[u\ est 
exceptionnel et si le tissu {J^(x),J^{y),J^{u)} est de rang maximal, le tissu T[u] est 
l'image, par un élément du groupe Sym(7ô), d'un germe d'un des tissus considérés 
dans les Théorèmes \3.S\ et \3.Sl 

La démonstration repose sur la simplicité du système différentiel que doit vérifier 
une fonction u{x,y), choisie de la forme v{x) + u'(y), pour que le tissu T[u] soit de 
rang maximal. 

Plus généralement, on peut obtenir une condition différentielle assez simple (à 
écrire, pas toujours à résoudre) sur la fonction u{x, y) pour qu'un tissu de la forme 

(20) T{h, ...,lp,u), 

où h, . . . ,lp sont des formes linéaires deux à deux linéairement indépendantes, soit de 
rang maximal. Les feuilles des feuilletages qui constituent le tissu I^H)! sont aussi les 
les courbes intégrales des champs de vecteurs 

_dl^d__dl^d_ _ du d du d 

oy ox ox oy oy ox ox oy 

Les champs Xi, . . . , Xp sont constants. Le p-tissu T(/i, . . . ,lp), formé de p faisceaux 
de droites parallèles, est de rang maximal p{p) — {p — l){p — 2)/2. En raisonnant 
comme au début de la section §3, on voit que le (p+ l)-tissu (I20II est de rang maximal 
p{p + 1) = p{p) + p — 1 si et seulement si l'espace des fonctions /'(u) telles que f{u) 
vérifie une relation de la forme : 

(21) /(")=E/fe(^fc) 

fc=i 

est de dimension p — 1, si et seulement si l'espace des fonctions f{u) de cette forme 
est de dimension p. On a le lemme élémentaire : 

Lemme 4. 2. — Avec les notations qu'on vient d'introduire, une fonction h est de la 
forme h — fk{lk) si et seulement si Xi . . . Xp h = 0. 
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Démonstration. — Ce qui, à la rigueur, demande une démonstration, est le fait que, 
si Xi . . . Xp h = 0, alors h est de la forme annoncée. C'est clair si p = 1 et, si c'est 
connu à l'ordre p — 1, 

{Xi . . . Xp.i) Xph = 

donne Xph = X]fc=i/fe('fc)- pour k = l,...p—l, gk est une primitive de /fc, 
Xp9kilk) = {Xplk)fk{h) avec Xpl^ e C* (car et Ip sont indépendantes). On en 
déduit l'existence de Qp tel que : 

p-i 

h = ^gk{h)/{Xplk) +gp{lp)- 



fe=i 



□ 



On en déduit le critère suivant : 



Proposition 4-3. — Avec les notations précédentes, soit ai,...,ap les coefficients 
dans la formule 

p 

(22) Xi...Xp f{u) = Y, ak{x, y)f^^'^ (w), 

k=l 

obtenue en calculant formellement Xi . . . Xp f(u). Pour que le tissu T{li, . . . , Ip, u) 
soit de rang maximal, il faut et il suffit que u vérifie le système d'équations : 

(23) k = l,...,p-l, Xu{ak/ap) = 0. 

On peut calculer facilement les fonctions en termes de u et de ses dérivées, mais 
on n'utilisera que les cas p = 2 et p = 4. Notons seulement que 

ap = {Xiu) . . . {Xpu) ^ 

au point d'étude ; c'est la condition de transversalité des feuilletages. 

Dém,onstration. On note 6^. = n/,,/ap, fc = 1, . . . ,p— 1. Compte tenu de la discussion 
qui précède l'énoncé, le tissu est de rang maximal si et seulement si l'équation 

p-i 

f^\u{x, y)) + Y, h{x, y)f^^'^ {u{x, y)) = 

fe=i 

a un espace de solutions de dimension p. Si l'on prend un système de coordonnées 
locales [u, v) dont u fait partie, l'équation précédente est une équation différentielle 

ordinaire, avec u comme variable de dérivation et v comme paramètre. Il est clair que 
le premier membre ne doit pas dépendre explicitement de v. D'oii la proposition. □ 

Revenons au cas particulier des tissus T[u], pour lesquels p = 4 et 

Xi = d/dy, X2 = d/dx, X3 = d/dx - d/dy, X4 = d/dx + d/dy. 
On suppose aussi que u{x,y) est de la forme 

u{x,y) = v{x) +w{y) 
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et vérifie la condition (de transversalité) : 

(24) v^Wyivl ~ wD ^ 0. 

(Par exemple, Vx,Vxx--- désignent les dérivées successives de v). On a : 

XlX2.î{u) ^ {f{u))xy = f"{u)VxWy, 

XlX2X^Xif(u) = [f"{u)VxWy)xX - {f"{u)VxWy)yy, 

avec par exemple : 

{î"{u)VxWy)xx = Wy{f"'(u)vl + f"(u)Vxx)x 

'h 

Par symétrie, on obtient : 



Wy{f"\y^Vx + ■ir"{u)VxVxx + r\u)Vxxx)- 



X^X^XsX^fiu) = f"" {u)vxWy{vl - wl) + 

3f"'{u)VxWy{Vxx - VJyy) + f" {u)(WyVxXX " VxWyyy). 

La proposition précédente s'applique : u définit un tissu de rang maximal si et seule- 
ment si les équations suivantes sont vérifiées : 

(25) X„ ^ 0, 

y ( WyVxXX — VxWyyy 

(^Oj A„ — -— 

V VxWy(vi-W^y) 

On a le Icmme a priori surprenant suivant : 

Lemme 4-4- — u{x,y) = v{x) +w{y) vérifie l'équation 1^25}) est une condi- 

tion nécessaire et suffisante pour que le 3-tissu T{x + y, x — y, u{x, y) ) soit de rang 
maximal. 

Démonstration. — On a : 

X:iXif{u) = f{u)xx - Î{u)yy = Î"{U){VI - + f'{u){VxX - Wyy). 

La Proposition 14 . 31 et la comparaison avec (|25|) donnent le résultat. □ 
On a Xu ~ Vxd/dy — Wyd/dx. L'équation H25|l s'écrit : 

(27) V [ ) ( " "^yy 

On est amené à traiter à part les cas où l'une des fonctions Vxx ou Wyy s'annule 
identiquement. Si les deux fonctions sont nulles, u est une fonction affine et J-[u] un 
faisceau de droites parallèles. Si par exemple Vxx = et Wyy ^ 0, soit Vx = c G C *, 
on obtient : 
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d'où, pour un A: G C *, Wyy = fc(c^ — wf^) et Wyyy = —2kwyWyy — — 2fc^Wj,(c^ — vj^). 
Pour le moment, on se contente de remarquer que l'équation (|26|l . qui se réduit dans 
ce cas à : 

' w. 



yyy 



= 



y 



est impliquée par l'équation H25|l . 

On suppose maintenant que les fonctions v^^. et Wyy ne sont pas identiquement 
nulles. On développe d'abord (|27|l sous la forme : 

(29) + ^){vl - wl) = 2(«L - <)• 



Il en résulte que la fonction 



h :~ V 



2 ^yyy 2 ^xxx 



w. 



Wy 



y 



Uy 

est la somme d'une fonction de x et d'une fonction de y. Donc h^y = 0, ce qui donne 

/ ^yyy \ 

'^x'^xx l I — ^y^yy 



ou mieux : 

1 / 'U^yyy \ _ ^ ( ^xxx \ = 4^ ^ ([^ 



y VxVx 



puisque le premier membre ne dépend que de y et le deuxième que de x. 

On a obtenu que Vx et Wy, comme fonctions d'une variable, sont solutions de la 
même équation différentielle : 



(30) — = 4pzz' 



z 

Si z ^ vérifie (|30|l . z" ~ 2pz^ + qz pour im ç G C , donc z" z' = 2pz^z' + qzz' et 
finalement : 

(31) {z'f=pz'^ + qz'^+r, g,reC. 

Réciproquement, supposons que : 

vlx = Pvt +qvl^r; wly = pw^ + q'wl + r', 

donc : 

2pvl + q- ^^2pwl + q'. 



W- 



y 



L'équation H29() est vérifiée si et seulement si : 

ii2pvl +q) + {2pwl + q')){vl - wD = 2{{pvt + qvl + r) - {pwt, + q'wl + r')). 

Après simplification, on obtient {q — q')v'^ + 2r = {q' — + 2r' et donc q = q', 

r = r' . 

Finalement, si ç = ç' et r = r', le premier membre de l'équation H26|l devient : 

/ VxXx/Vx-Wyyy/Wy \ ^ ^^^^^ ^ ^ 
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L'équation ]2<j\i est vérifiée. En résumé, on a démontré : 

Proposition 4-5. — Soit u{x,y) = v{x)+w{y) un germe de fonction qui vérifie ^24}) - 
Le tissu T[u\ est de rang maximal si et seulement si le tissu T{x + y, x — y, u{x, y) ) 
est de rang maximal, si et seulement si l'une des conditions suivantes est vérifiée : 

1. Vx et Wy sont constantes; 

2. Vx est une constante c € C * et Wyy = k(c^ — Wy) pour un k C* ; 

3. Wy est une constante c G C * et v^x — k{c^ — v^) pour un k C* ; 

4. il existe p^Qyr g C (non tous nuls) tels que Vx et Wy sont des solutions non 
constantes de l'équation différentielle [z'Y — pz'^ + 1^? + r. 

Démonstration du Théorème \4-l\ — C'est un exercice assez rébarbatif qui consiste à 
réécrire les équations de la proposition, en distinguant une petite multitude de cas, 
et à vérifier qu'à chaque fois la solution u{x,y) définit, à l'action près du groupe 
Sym (Tq), un tissu du Théorème 13. 21 ou de l'un des types (A), (B), (C), (D) ou (E) du 
Théorème 13.31 Les fonctions u qui vont intervenir sont des fonctions classiques. On 
ne fera pas référence au point de base, qui peut être n'importe quel point tel que (|24|l 
soit vérifié. 

Soit u{x,y) et u' {x, y) deux fonctions du type considéré dans la ProDOsition l4.5l On 
suppose de plus que les feuilletages qu'elles définissent ne sont pas des faisceaux de 
droites. Sous cette condition, on sait qu'elles définissent le même tissu si et seulement 
si elles définissent le même feuilletage. C'est le cas si et seulement si u' est de la forme 

u'{x, y) = cu{x, y) + e, (c G C *, e e C ). 

(En effet, la forme imposée u{x,y) — v(x) +w{y) est une relation abéliennc non triv- 
iale du 3-tissu T{x, y, u{x,y)). Toute autre relation de ce tissu est une combinaison 
linéaire de celle-ci et d'une « relation constante ».) 

On utilisera la notation (|16|l . 

1. — Si it vérifie la première propriété de la proposition, u est une fonction affine, 
T{u) un faisceau de droites parallèles et T[u] un tissu algébrique. 

2. — Si M vérifie la deuxième propriété de la proposition, quitte à remplacer u par 
u' ~ u, on se ramène au cas oii c = 1, A: = 1. L'équation Wyy = 1 — a la solution 
Wy = tanhy. On obtient u{x, y) ^ x + logcoshy et des tissus du type (C). 

3. — Si M vérifie la troisième propriété de la proposition, la symétrie {x, y) i— > (y, x) 
permet de se ramener au cas précédent. 

4- — On suppose maintenant que u vérifie la quatrième propriété. On note : 

E(p,q,r): {z'f=pz^ + qz^ + r, 

l'équation différentielle vérifiée par Vx — Ux et Wy = Uy. Si z est une solution parti- 
culière de l'équation précédente, la solution générale est t > ±z{t + t'). Donc, étant 
donné une primitive w de z, on a : 



u{x, y) ^ v{x) ± v{y). 
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Selon les cas les tissus associés à des signes différents sont équivalents ou ne le sont 
pas. 

D'autre part, en remplaçant u par u' ^ u, on peut remplacer l'équation E(p,q,r) 
par l'équation E(c^d^p, c^q^/ dP ,y / {c^cP)) pour tout c, d e C*. 

4-a. — Si p = et ç = 0, on se ramène à r = 2, d'oii z{t) — t/2 et v{x) = . On 
obtient y) ^ a;^ ± et, selon le signe, des tissus du type (D) ou du type (E). 
4-h. — Si p = et r = 0, on se ramène à g = 1, d'oià z{t) = e*, v{x) = e^. On obtient 
u{x, y) ~ e"^ ±e^. Une translation permet de passer du signe — au signe +. On obtient 
des tissus du type (C). 

4-c. — Si p = et qr ^ 0, on se ramène h. q — 1, r = 1, z{t) = sinhi, v[x) = cosha;. 
On obtient u(x,y) ~ cosha; ± coshy. Une translation permet de passer du signe — au 
signe +. On obtient des tissus du type (B). 

4-d. — Si g = et r = 0, on se ramène h p — 1, d'oir z(t) — 1/t, v{x) — loga;. On 
obtient : u{x,y) ^ \ogx ± logy. Si le signe est —, on obtient un faisceau de droites, 
donc un tissu algébrique. Si le signe est +, on obtient des tissus du type (D). 
4-e. — On suppose maintenant p 7^ 0, [q^r) 7^ (0,0). En remplaçant u par u' ~ u, 
on se ramène au cas on l'équation E(p,q,r) est de la forme suivante : 
(32) E(k): (z')' = (l-z')(l-fc2z2). 

Cette équation a comme solution particulière la fonction de Jacobi sn^i si fc 7^ 0, 1, la 
fonction smt si = et la fonction tanhi si fc = 1. On a 

/ siiktdt — ^ log(dnfci — cn^i) + Cte ~ log(snii), 
J k 

où Z = (1 - fc)/(l + k) (voir [ni (2.7.1)). 

4-e (i)- — Si fc^ = 0, on obtient u{x, y) ~ logsina; ± logsiny. Selon que le signe est 
+ ou — , les tissus obtenus sont du type (B) ou du type (A). 

4-e (j). — Si fc^ = 1, on obtient u{x,y) ~ logtanha; ± logtanhy. Une translation 
permet de passer du signe — au signe +. On obtient des tissus du type (A). 
4-e (k). — Si fc'^ 7^ 0,1, on obtient u{x,y) ^ logsnjx ± logsn^y. Compte tenu de 
(|18|) . une translation permet de passer du signe — au signe +. On obtient les tissus 
du Théorème 

□ 
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